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Abstract

Selected problems with examples of application of measurement data reconciliation algorithm are presented. 

First example concerns reconciliation of balances of elements taking part in combustion process. In case of complete 
exhaust gas analysis, number of the balances is larger than number of determined unknown quantities (n’a and n”ss). 

Therefore the unknowns can be calculated in various ways, dependent on selection of balance equations set. The 

remaining equations will not be fulfilled precisely because of unavoidable measuring errors and as a consequence the 
same calculated quantities will take different values. In order to avoid these differences (to obtain one value of the 

parameter) and to obtain compatibility of all balance equations, it is necessary to carry out balance validation by 

reconciliation algorithm. The essence of the algorithm is correction of the measurement results, after that results of 
unknown quantities, calculated from different sets of balances, will be equal. 

Next example applies to the problem of selection of Seiliger-Sabathe cycle parameters according to real engine 

cycle (determined experimentally on the basis of indication; inverse problem). The following parameters are validated 
by reconciliation algorithm: load factor (  = p3/p2) and combustion extension ratio (  = V4/V3). These parameters are 

connected by common dependence. 

Keywords: combustion engines, exhaust gas constitution, element balances, ideal cycle, measurement data 

reconciliation algorithm 

ZASTOSOWANIE RACHUNKU WYRÓWNAWCZEGO 

W ZAGADNIENIACH SILNIKOWYCH

Streszczenie

Przedstawiono wybrane problemy, wraz z przyk adami, zastosowania rachunku wyrównawczego do uzgadniania 

danych pomiarowych. Pierwszy przyk ad dotyczy uzgadniania równa  bilansowych pierwiastków uczestnicz cych w 
procesie spalania. W przypadku odpowiednio pe nej analizy spalin liczba równa  bilansowych jest wi ksza od liczby 

wyznaczanych wielko ci niewiadomych (n’a oraz n”ss). Niewiadome te mog  wi c by  obliczane na wiele sposobów, 

zale nych od wyboru zestawu równa  bilansowych. Pozosta e zale no ci nie b d  dok adnie spe nione, czego 
powodem jest wyst powanie nieuniknionych b dów pomiarowych, a w konsekwencji te same obliczane wielko ci

przyjmowa  b d  ró ne warto ci. W celu unikni cia tych ró nic (uzyskania jednej warto ci parametru) oraz uzyskania 

zgodno ci wszystkich równa  bilansowych niezb dne jest przeprowadzenie procedury uzgadniania równa
bilansowych za pomoc  metod rachunku wyrównawczego. Istot  tego rachunku jest korekta wyników pomiarowych, 

po której wyniki oblicze  wielko ci niewiadomych, wyznaczonych z ró nych zestawów równa  bilansowych, b d

jednakowe.
Kolejny przyk ad dotyczy zagadnienia doboru parametrów obiegu porównawczego Seiligera-Sabathe’a stosownie 

do rzeczywistego (wyznaczonego eksperymentalnie na podstawie indykacji; zagadnienie odwrotne) obiegu silnika. 
Uzgadnianiem obj to parametr (stopie ) obci enia (  = p3/p2) oraz parametr (stopie  doci enia) przewlek o ci

spalania (  = V4/V3), które czy wspólna zale no . Przeprowadzone obliczenia i uzyskane rezultaty potwierdzi y

potrzeb  stosowania rachunku wyrównawczego. 

S owa kluczowe: silniki spalinowe, sk ad spalin, bilanse pierwiastków, obieg teoretyczny, algorytm uzgadniania 

danych pomiarowych 
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1. Wprowadzenie – cel stosowania rachunku wyrównawczego 

W eksperymentalnych badaniach silników spalinowych cz sto wyst puj  sytuacje, gdy liczba 
obliczanych wielko ci niewiadomych jest mniejsza od liczby niezale nych równa  wi cych te 
wielko ci z danymi pomiarowymi. Niewiadome wyznaczane bezpo rednio z tych równa , mog
by  obliczane na wiele sposobów, zale nych od wyboru zestawu równa . Pozosta e zale no ci nie 
b d  dok adnie spe nione, czego powodem jest wyst powanie nieuniknionych b dów
pomiarowych, a w konsekwencji te same wielko ci przyjmowa  b d  ró ne warto ci. W celu 
unikni cia tych ró nic (uzyskania jednej warto ci parametru) oraz uzyskania zgodno ci wszystkich 
równa  niezb dne jest przeprowadzenie procedury uzgadniania równa  za pomoc  metod 
rachunku wyrównawczego [2, 3]. Istot  tego rachunku jest korekta wyników pomiarowych, po 
której wyniki oblicze  wielko ci niewiadomych, wyznaczone z ró nych zestawów równa , b d
jednakowe.

Wszystkie niezale ne równania, tzw. równania warunków, tworz  uk ad funkcji o ogólnej 
postaci [3, 4]: 

r...1k,y,...,y,...,y,x,...,x...,,xFF uj1ni1kk  ,                         (1) 

gdzie: xi – wielko  mierzona (i = 1 ... n), 
 n – liczba wielko ci mierzonych (sk adników zasadniczych), 
 yj – niewiadoma (j = 1 ... u), 
 u – liczba niewiadomych, 
 r – liczba równa  warunków. 

Równania warunków tworz ce uk ad (1) musz  spe nia  warunek wzajemnej niezale no ci i 
warunek wyznaczalno ci niewiadomych. Sprawdzenie tych warunków polega na badaniu rz du
odpowiednich macierzy Jacobiego, z pochodnych cz stkowych funkcji Fk wed ug argumentów xi

oraz yj [3, 4]. 
Podstawiaj c wyniki pomiarów i przybli one (wst pnie obliczone) warto ci niewiadomych do 

równa  warunków, cz  z nich nie spe nia si . Uzyskuje si  uk ad:

k0,u0,j0,10,n0,i0,1k wy...y...y,x...x...xF ,                               (2) 

gdzie: xi,0 – wynik pomiaru i-tej wielko ci (i = 1 ... n), 
 yj,0 – przybli ona warto  j-tej niewiadomej (j = 1 ... u), 
 wk – niezgodno  k-tego równania warunku (k = 1 ... r). 

Niezgodno ci wk równa  warunków wykorzystanych do wst pnego obliczenia niewiadomych 
oczywi cie wynosz  zero (wk = 0). 

W celu uzyskania zgodno ci wszystkich równa  warunków nale y wprowadzi  poprawki i

wyników pomiarów oraz poprawki j przybli onych warto ci niewiadomych. Poprawki oblicza si
z uk adu równa  [3, 4]: 

u...1j0kb

n...1ika
m

r...1kwba

r

1k
kkj

r

1k
kki2

i

i

k

u

1j
jkj

n

1i
iki

,                                  (3) 

gdzie: kk – korelaty, wspó czynniki przy wyznaczaniu ekstremum warunkowego, 
 mi – redni b d bezwzgl dny wyniku pomiaru i-tej wielko ci.
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Wspó czynniki aki oraz bkj powy szego uk adu równa  s  pochodnymi cz stkowymi funkcji Fk

odpowiednio wed ug wielko ci mierzonych xi i wed ug niewiadomych yj, obliczonymi w punkcie 
o wspó rz dnych:

0,u0,j0,10,n0,i0,1 y...y...y,x...x...x  .

Wyznacza si  je wi c z zale no ci:
0j

k
kj

0i

k
ki y

F
b,

x

F
a                             (4) 

2. Uzgadnianie równa  bilansowych pierwiastków uczestnicz cych w procesie spalania 

Sytuacja, gdy liczba równa  jest wi ksza od liczby niewiadomych cz sto wyst puje podczas 
przeprowadzania pomiarów sk adu spalin, maj cych na celu wyznaczanie tych wielko ci, których 
bezpo redni pomiar jest trudny lub niemo liwy. W algorytmie obliczeniowym wykorzystuje si
wówczas równania bilansowe pierwiastków bior cych udzia  w procesie spalania. Niewiadome 
(n’a oraz n”ss), wyznaczane bezpo rednio z tych równa , mog  by  obliczane na wiele sposobów, 
zale nych od wyboru zestawu równa  bilansowych. Ponadto algorytm taki, stwarza pewn
swobod  wyboru jako ciowego sk adu spalin, jaki powinien by  brany pod uwag . Decyduj ce
znaczenie w tym wzgl dzie powinien mie  wp yw okre lonych sk adników i ich b dów
pomiarowych na wyniki oblicze .

W zale no ci od celu oblicze  oraz mo liwo ci technicznych, przy sporz dzaniu bilansów 
wyró nia si  tzw. zespó  sk adników zasadniczych (tj. substancji zasadniczych, którymi 
najcz ciej s  wielko ci mierzone). W przypadku, gdy liczba równa  jest wi ksza od liczby 
niewiadomych mo liwe jest zwi kszenie dok adno ci oblicze  przez przeprowadzenie uzgadniania 
równa  bilansowych substancji za pomoc  rachunku wyrównawczego [2, 3]. 

W przedstawionym przyk adzie, dla sk adu spalin w wybranym punkcie pracy silnika o 
zap onie iskrowym, po uwzgl dnieniu wniosków wynikaj cych z analizy liczb wp ywowych, jako 
zespó  sk adników zasadniczych przyj to mierzone udzia y molowe nast puj cych sk adników
spalin: [CO2], [CO], [O2]. Pozosta e substancje (NOx, CmHn) wyst puj ce w spalinach nie obj to
uzgadnianiem, poniewa  ich wp yw na wyniki oblicze  jest nieznaczny. Natomiast uzgadnianiem 
obj to równie  elementarny sk ad paliwa (udzia  w gla c oraz udzia  wodoru h). Nie ma jednak 
potrzeby uzgadniania udzia u tlenu i azotu w paliwie, poniewa  znaczenie udzia ów tych 
pierwiastków w paliwie, ze wzgl du na obliczanie an  oraz ssn , jest bardzo ma e, co dodatkowo 

potwierdza analiza liczb wp ywowych. Dla benzyny zwykle zak ada si  o  0, natomiast dla oleju 
nap dowego udzia  tlenu o  0,003÷0,005. W tej sytuacji liczba równa  warunków, wynikaj ca z 
bilansów pierwiastków wraz z równaniem na sum  udzia ów molowych sk adników spalin 
suchych i równaniem na sum  udzia ów gramowych sk adników paliwa, jest wi ksza od liczby 
niewiadomych. Mo liwe jest zatem przeprowadzenie uzgodnienia równa  bilansowych. 
Uwzgl dniaj c przyj te za o enia zespó  sk adników zasadniczych oraz niewiadomych wraz z 
odpowiednimi oznaczeniami zestawiono w tablicy 1. 

Tab. 1. Zestawienie zespo u sk adników zasadniczych (wielko ci mierzone) oraz niewiadomych 

Tab. 1. Set of principal constituents (measured quantities) and unknowns 

sk adnik zasadniczy [CO2] [CO] [O2] c h niewiadoma [N2] ssn an

oznaczenie sk adnika x1 x2 x3 x4 x5 oznaczenie niewiadomej y1 y2 y3

oznaczenie poprawki 1 2 3 4 5 oznaczenie poprawki 1 2 3

oznaczenie redniego
b du bezwzgl dnego

m1 m2 m3 m4 m5
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Uk ad równa  warunków ma posta :

)e(01ohc

)d(01NOCOCO

)c(0COCOn
12

c

)b(0Nnn79,0

)a(0OCO
2

1
COn

4

h

32

o
n21,0

222

2ss

2ssa

22ssa

.                       (5) 

Powy sze równanie (a) to po czony bilans tlenu i wodoru oraz odpowiednio: równie (b) – 
bilans azotu, (c) – bilans w gla przy dodatkowym za o eniu spalania ca kowitego, (d) – przyj ty
sk ad spalin suchych, (e) – elementarny sk ad paliwa. Zatem w pi ciu równaniach wyst puj  trzy 
niewiadome ([N2],  oraz ). Równania w uk adzie (5) spe niaj  warunek wzajemnej 

niezale no ci i warunek wyznaczalno ci niewiadomych. 
ssn an

Do wst pnego wyznaczenia niewiadomych przyj to równania (a), (c) oraz (d). Uk ad równa
(3) umo liwiaj cy obliczenie poprawek i wyników pomiarów oraz poprawek j przybli onych
warto ci niewiadomych, dla uk adu równa  warunków (5), przyjmuje wi c posta :

021,0OCO
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1
CO

4

1
nn

2

1
n 322253ss2ss1ss ,          (6.1) 

23221ss w79,0Nn ,                                                                              (6.2) 

0COCO
12

1
nn 2242ss1ss ,                                                    (6.3) 

01321 ,                                                                                               (6.4) 

554 w ,                                                                                                       (6.5) 

43ss1ss2
1

1 kknkn
m

,                                                                                   (6.6) 

43ss1ss2
2

2 kknkn
2

1

m
 ,                                                                              (6.7) 

41ss2
3

3 kkn
m

 ,                                                                                               (6.8) 

532
4

4 kk
12

1

m
 ,                                                                                                   (6.9) 

512
5

5 kk
4

1

m
 ,                                                                                                (6.10) 

0kkn 42ss  ,                                                                                                   (6.11) 

0kCOCOkNkOCO
2

1
CO 3222122  ,                        (6.12) 

0k79,0k21,0 21 .                                                                                            (6.13) 

Dla przeprowadzonych bada  ustalono, e rednie b dy bezwzgl dne wyników pomiarów 
udzia ów molowych uwzgl dnianych sk adników spalin wynosz :
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m1 = m3 = 0,002        m2 = 0,0005, 

natomiast odpowiednie b dy bezwzgl dne wyznaczania elementarnego sk adu paliwa: 

m4 = m5 = 0,005. 

Po rozwi zaniu uk adu równa  (6) otrzymuje si  poprawki i wyników pomiarów, poprawki j

niewiadomych oraz warto ci korelat kk. W tablicy 2 zestawione zosta y wyniki pomiarów oraz 
wyniki uzgodnienia dla wybranego przyk adowo punktu pracy badanego silnika o zap onie
iskrowym. 

Tab. 2. Wyniki uzgadniania równa  bilansowych pierwiastków uczestnicz cych w procesie spalania dla wybranego 

punktu pracy badanego silnika o zap onie iskrowym 

Tab. 2. Results of the element balances reconciliation for selected operation point of spark ignition engine tested 

Symbol 
wielko ci

Oznaczenie
poprawki

Wynik pomiaru lub 
przybli ona warto

niewiadomej 
Poprawka

Warto
poprawiona

Zespó  sk adników zasadniczych (wielko ci mierzone) 

[CO2] 1 0,133 0,0003 0,1333

[CO] 2 0,002 0,0003 0,0023

[O2] 3 0,020 0,0002 0,0202

c 4 0,855 – 0,0013 0,8537

h 5 0,145 0,0013 0,1463

Niewiadome 

[N2] 1 0,845 – 0,0008 0,8442

ssn 2 0,5278
.palkg

sskmol
– 0,0031 0,5247

.palkg

sskmol

an 3 0,5597
.palkg

.powkmol
0,0011 0,5608

.palkg

.powkmol

Poprawki sk adu spalin oraz poprawki elementarnego sk adu paliwa spe niaj  warunek: 

ii m3

co czyni zado  warunkom stosowalno ci metody uzgadniania [3, 4]. Za o ona dok adno
pomiarów zosta a dotrzymana i wyniki uzgodnienia mo na uzna  za zadowalaj ce. W punktach 
pracy, w których powy szy warunek nie jest spe niony wyniki pomiarów nale y odrzuci .

Przeprowadzenie uzgodnienia bilansów pierwiastków umo liwia wyznaczenie jednoznacznych 
i najbardziej prawdopodobnych warto ci niewiadomych wraz z ocen  ich dok adno ci. B dy mj

niewiadomych yj po uzgodnieniu mo na obliczy  zgodnie z prawem przenoszenia b dów wed ug
zale no ci [3, 4]: 

2
n

2

0n

j2
i

2

0i

j2
1

2

01

j2
j m

x

y
...m

x

y
...m

x

y
m                               (7) 

gdzie: xi – zmienna niezale na (wielko  mierzona); i = 1 ... n, 
 n – liczba zmiennych niezale nych,
 mi – b d i-tej zmiennej niezale nej.
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Procedura uzgadniania mo e by  wykorzystana tak e do kontroli dok adno ci wielko ci, które 
s  szacowane np. na podstawie danych literaturowych oraz kontroli za o e  upraszczaj cych
(sk ad paliwa, liczba sk adników spalin uwzgl dniana w obliczeniach, itp.). 

Przedstawione przyk adowe obliczenia jednostkowej ilo ci powietrza  oraz spalin suchych 

 z zastosowaniem rachunku wyrównawczego w pe ni potwierdzi y potrzeb  jego stosowania. 
an

ssn

3. Uzgadnianie parametrów obiegu porównawczego Seiligera-Sabathe’a 

Przedstawiony w poprzednim punkcie przyk ad jest zagadnieniem wielowymiarowym, który 
trudno zilustrowa  graficznie. Dlatego te  zaprezentowany zostanie jeszcze jeden przyk ad, w 
którym wyst puj  trzy wielko ci obj te uzgadnianiem. Przyk ad ten dotyczy zagadnienia doboru 
parametrów obiegu porównawczego Seiligera-Sabathe’a (rys. 1) [1] stosownie do rzeczywistego 
(wyznaczonego eksperymentalnie na podstawie indykacji, zagadnienie odwrotne) obiegu silnika. 

2

3 4

Qd,v

Qd,p

Qw

s = idem

V

p

V1=V5

V4

V2=V3

p1

p5

p2

p3=p4

Qd = Qd,v + Qd,p ,  = Qd,v/Qd

L0 = Qd - Qw , dV)V(pL0

0 = L0/Qd , 0 = 1 - Qw/Qd

Vs=( -1)V1/

= V1/V2

= p3/p2

= V4/V3

1

 5

T5=Twyl

T4=Tmax

T3

T2

T1

Rys. 1. Teoretyczny obieg porównawczy Seiligera–Sabathe’a 
Fig. 1. Ideal Seiliger–Sabathe cycle 

Aby jednoznacznie okre li  przebieg obiegu Seiligera-Sabathe’a nale y wyznaczy  [1]: 
– parametr (stopie ) obci enia :

1,
p

p

2

3  ,                                                            (8) 

– oraz parametr przewlek o ci spalania (stopie  doci enia) :

1,
V

V

3

4  ,                                                         (9) 
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sk d nast pnie mo na wyznaczy  liczb  rozdzia u ciep a, definiowan  jako: 

10,
Q

Q

d

v,d  .                                                   (10) 

Wielko ci, z pomoc  których definiowane s  powy sze parametry zaznaczono na rysunku 1, 
przedstawiaj cym obieg Seiligera-Sabathe’a w uk adzie p-V. Zdefiniowane parametry cz
wspólnie niezale ne formu y [1]: 

)1(

)1(E
1  ,

)1()1(E

)1(E)1(
1  ,                      (11) 

gdzie:  = V1/V2  – stopie  kompresji, 
 E  – parametr energetyczno-stechiometryczny, definiowany jako [1]: 

11

d

Vp

Q
E  .                                                               (12) 

W przypadku eksperymentalnego (na podstawie indykacji) wyznaczenia parametrów  oraz ,
wobec znajomo ci warto ci parametru E oraz stopnia kompresji , w dwóch równaniach (11) 
wyst pi jedna niewiadoma – liczba rozdzia u ciep a . Tak wi c w tej sytuacji mo liwe jest 
uzgadnianie zale no ci (11), które stanowi  równania warunków, w celu uzyskania ich zgodno ci.

Przyj to nast puj ce oznaczenia: 
 – poprawka stopnia obci enia ,
 – poprawka stopnia doci enia ,

 – poprawka liczby rozdzia u ciep a  oraz 
m  = m  = 0,1 – redni b d bezwzgl dny wyniku pomiaru  oraz .

Przyjmuj c pierwsze z równa  warunków (11) do wst pnego obliczenia niewiadomej liczby 
rozdzia u ciep a, uk ad równa  (3) umo liwiaj cy obliczenie poprawek przyjmie posta  (13): 

0E11  .                                                                           (13.1) 

2
1 w11E11E  .                        (13.2) 

1
1

2
k

m
 .                                                                                       (13.3) 

2
1

2
k1E

m
 .                                                              (13.4) 

0kE11E1kE1 21  .                                     (13.5) 

Efekt uzgadniania dla tego przyk adu przedstawiono graficznie na rysunku 2. Wyznaczony 
eksperymentalnie punkt pomiarowy nie le y na charakterystyce obrazuj cej dok adny przebieg 
zale no ci  = f( ) z powodu b dów pomiarowych. Tak e z tego powodu, z dwóch zale no ci
(11), otrzymano dwie, niejednakowe warto ci niewiadomej liczby  ( ,p oraz ,p – rys. 2) 
rozdzia u ciep a. Po zastosowaniu procedury uzgadniania formu  (11) nast pi o przesuni cie
punktu pomiarowego na lini  = f( ), poniewa  teraz zale no ci (11) s ci le spe nione.
Uzyskuje si  tak e jednakowe warto ci liczby  (na rysunku 2 oznaczonej u) rozdzia u ciep a z 
obu wzorów (11).
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1,05

1,10

1,15

1,20

1,25

1,30

5,23 5,24 5,25 5,26 5,27

 = f( ) dla: E = 30;  = 8,8;  = 1,4

Punkt

pomiarowy: 

p = 5,256 

p = 1,225 

p = 0,846 

p = 0,713 

Ep = 35,27

Po uzgodnieniu:

u = 5,235 u = 1,108 u = 0,842 E = 30 

 = –0,021  = –0,116  = –0,004 

Odleg o  najmniejsza 

 = –0,021

 = –0,116

Rys. 2. Wyniki uzgadniania parametrów (  oraz ) obiegu porównawczego Seiligera-Sabathe’a 

Fig. 2. Results of validation of Seiliger-Sabathe cycle parameters (  and ) by reconciliation algorithm

4. Podsumowanie 

Przedstawiono wybrane przyk ady zastosowania rachunku wyrównawczego w celu 
uzgodnienia równa  bilansowych pierwiastków bior cych udzia  w procesie spalania oraz 
zale no ci wi cych parametry obiegu porównawczego Seiligera-Sabathe’a, które w pe ni
potwierdzi y potrzeb  stosowania tego rachunku. Procedura uzgadniania jest wyj tkowo przydatna 
w sytuacjach, gdy formu y, z których obliczane s  wielko ci niewiadome, s  szczególnie 
„wra liwe” na b dy pomiarów wielko ci wyznaczanych eksperymentalnie. Algorytm uzgadniania 
daje nast puj ce korzy ci [3, 4]: 

uzyskuje si  jednoznaczne i najbardziej prawdopodobne warto ci niewiadomych, wraz z ocen
ich dok adno ci,
prawdopodobne b dy wyników pomiarów ulegaj  zmniejszeniu, 
uzyskuje si  mo liwo  kontroli, czy za o ona dok adno  pomiarów zosta a dotrzymana; mo na
odrzuci  te wyniki pomiarów, których prawdopodobny b d przekroczy  wymagany zakres. 

Ponadto, rachunek wyrównawczy mo e by  wykorzystany tak e do kontroli dok adno ci
wielko ci, które s  szacowane np. na podstawie danych literaturowych oraz w celu kontroli 
za o e  upraszczaj cych (sk ad paliwa, liczba sk adników spalin uwzgl dniana w obliczeniach). 
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